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» modele de plasma: Vlasov-Poisson — EDP, données

Guillaume Steimer

> discrétisation — EDO en grande dimension: solution u
paramétrée,
» technique (MOR: Model Order Reduction):
» réduction — EDO en petite dimension (modéle réduit),
» solution T proche de u,
» pour une plage restreinte de paramétres,
» intéréts:
» réduire la complexité, le colit calcul numérique,
> résultats en temps réel ou en grand nombre,
> outils:

» apprentissage machine profond,

» mécanique hamiltonienne.
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Figure: Schéma du processus
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Le plasma

4éme état de la matiére,
“gaz’ chauffé intensément (10% — 10°K),

— “soupe” trés active de particules chargées ou non,

vV v. v v

dynamique:
> dominée par des champs électromagnétiques (auto-induit ou
externe),

» fortement non linéaire,

> 99% de la matiére connue (étoiles, nébuleuses...) mais trés
rare sur Terre.
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Le plasma

» intérét: plasma dans un réacteur — fusion thermonucléaire
— grande production d'énergie trés peu polluante.

Figure: JET (Joint European Torus) avec et sans plasma
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» plasma 1D sans collisions, non relativiste, limite électrique
|E + Eext| > c|B|,

» modele cinétique: distribution statistique f(x, v, t) de
particules,

> équation de (Vlasov}{Poisson}:
Bef + VYV f + %(E + BV, f = o’,
E=-V¢ , [A¢ = —p=—q/ fdv],

x(t), v(t) position et vitesse, t temps, g, m charge et masse,

@(x(t)) potentiel électrique, p(x(t)) densité de charge,

E, Eext champs électriques auto-induit et externe (donné).

vvyyvyy

— équation de transport (fortement) non linéaire!
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> soit:

> ensemble de N particules de positions et vitesses (x;, vi)(t),
» solution de 'EDO:

Vi = (E + Eea) (),
xi(0) = xP, vi(0) = v?
» alors la distribution fy définie par:
N
fu(x(t), v Z wid(x = xi(t))6(v — vi(t))
fu(x° v0) = fN(X( ), v(0),0)

est solution de I'équation de Vlasov.




Discrétisation

Soit 1) € C°(R x R x (0,+00)) une fonction test et T € R¥ tel
que supp ¢(x, v,-) C [0, T] alors:

;
(fn, ) = Z Wi/o P(xi, viy t)
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Soit ¥ € C°(R x R x (0,400)) une fonction test et T € R tel
que supp¥(x,v,-) C [0, T] alors:

(fn, ¢ ZW,/ (X, vi, t)

Par dérivation:

<ath77/}> <fNaat7/1 ZWI/ 3t¢ XHVH )
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Soit ¥ € C°(R x R x (0,400)) une fonction test et T € R tel SullauneiStainey
que supp¥(x,v,-) C [0, T] alors:

(fy, ¢ ZW,/ (X, vi, t)

Par dérivation:

<ath7f¢)> <vaat'l/} ZWI/ 3#/1 XI)VH )

i) = (V0 + V0 ) (i, v, 1)
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Soit ¥ € C°(R x R x (0,400)) une fonction test et T € R tel
que supp¥(x,v,-) C [0, T] alors:

(fn, ¢ ZW,/ (X, vi, t)

Par dérivation,

(Ot =~ 000) = = 3w / Det (3 vi )

%zﬁ(xh viot) = (aVth + ViVt + D) (x0, vis )
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Equation de
Vlasov-Poisson et

P . discrétisation
Par injection,

T

]
Outc) = Swi| [ 55+ 0wt~ [ S
- 0 0
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Par injection,

T T
. ) d
Ocfot) = Ywi | [ 50w+ iVade— [ Zoa

i

4 q
et ) = S w [V + L+ Eaa) )V e
; 0




Discrétisation Réduction du

modéle de

Vlasov-Poisson

guidée par les
lonnées

Guillaume Steimer

Par injection,

T T
. : d
(O, ) =D wi /0 XiVxth + ViV, dt — /0 vt

i

T q
@ctus ) =S wi [ i L(E + Eaa) )V
i 0

(et %) = = vV, ) = (2 (E + Ee) Vo )

aq
m
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=0
———
T

]
. . d
(D fivs ) :ij,- /0 4V b+ ViV dt — /O &yt

(Ocfu, ) = w; /T ViVt + ~-(E + Eee)(x))V 0 dt
i 0 m
(et ¥) = —(vVcfu ¥) = (£ (E + Eext) Vo )
Enfin, V¢ € C°(R x R x (0, +00)):

<ath TV fy 4+ 2 (E 4 Eext)Vyfu, ¢> =0

m
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» cette EDO en grande dimension 2/:

Xj = Vi,
= L(E+ Eua)(x).
x;(0) = x2, vi(0) = v?

v

est le point de départ de notre méthode.

» Remarque: cette EDO est celle obtenue par application des
lois de Newton.
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> étape suivante: générer des données suivant cette EDO,

» avant: notions de mécanique hamiltonienne.
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» cas d'un systéme conservatif ou hamiltonien; on note
N
x=(x),v=(v)eR",

> u= (v) € RN suit une dynamique hamiltonienne associée a

H RN S Rsi o= JonV,H(w),

O ]I hamiltonienne
> Q]IQN = (_HN (I)V>

» formulation symplectique: Vt > 0, H(u(t)) = H(u(0)),

Notions de mécanique

» H: hamiltonien associé, en physique: énergie du systéme,

» nécessité de schémas numériques symplectiques — stabilité
numérique.
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> ici:

N
Z[ )+ Lo(e)

i=1

» hamiltonien séparé H(u) = H*(x) + H"(v),




Algorithme PIC

» calcul de E en 3 étapes: calcul de la densité p — du potentiel
Ap=—p—> E=-V¢

» difficulté de I'EDO: calcul de E & chaque pas — O(N?),
> idée: passer par un maillage de taille M << N — O(MN),

» aboutit 3 un algorithme PIC (Particle In Cell), en 2 étapes
répétées:
» particle mover: résolution de la dynamique sur un pas de
temps,

» field solver: calcul de E en passant par un maillage.
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Particle mover

» résolution de I'EDO sur un pas de temps,
> on note (x",v") position et vitesse au n-iéme pas de temps,

» schéma symplectique: Stormer-Verlet (ordre 2):

1 1

A (X=X =

1 1 1

At (VHQ - Vn2> = 1 (Eealxm) + [E70:7))

» schéma rapide et précis,

» champ auto-consistant connu.
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Field solver

Réduction du
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guidée par les

» calcul de E"(x") par un champ moyen Ej, sur un maillage de chmnten
M noeuds séparés par Ax, 4 étapes: Guillaume Steimer

> 1: calcul de pfj, = (p?) a chaque noeud, boucle sur chaque
particule:

» particule de position X: répartir charge g entre les noeuds
i=|X/Ax] et i+ 1 voisins:

N U L
pi =P Ax ’ Pit1 - pAX p= Ax ' Algorithme PIC
Ax
_ h Ax —h
- i @ — — — - —
) q i+1

Figure: lllustration de la répartition de la charge




Field solver Réduction du
modéle de
Vlasov-Poisson
Y ]|
lonnées

Guillaume Steimer

» 2: calcul de A¢f, = —p}, par différences finies,

» 3: calcul de Efy = —V ¢}, par différences finies centrées,

Algorithme PIC

» 4: interpolation de E, en x" — E"(x").
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» illustration du field solver avec conditions aux bords de
Neumann, N = 37 M = 67 q/m — +1, Guillaume Steimer

» calcul de la densité et du potentiel:
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i 0010 Algorithme PIC
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pai / £
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—oms 8
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0
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Figure: densité p}, et potentiel ¢}, sur grille




Field solver Réduction du

modéle de

Vlasov-Poisson

» illustration du field solver avec conditions aux bords de guidée par les
Neumann, N =3, M =6,q/m = +1,

» calcul du champ électrique sur grille et interpolation aux

particules:
0.000 006
—0.005 004
£
h=% Algorithme PIC
w0010 002 n
= rticule
c . E
z
Q -0.015
a 0.00
-0.020 _0.02
—0.025
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position

Figure: potentiel ¢}, et champ Ef; sur grille
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Réduction

» EDO en dimension 2N trés coiiteuse,
» solution: trouver des vitesses-positions réduites
u= ()\;) € R?K K < N qui:
» suivent une EDO réduite (symplectique) en dimension 2K,
> fidéle a la solution u € R?" paramétrée par p (e.g. t, u°),
» MAIS pour un domaine (restreint) de paramétres,

» compression-décompression u <+ T rapide,
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» principe de la réduction:
u(t; ) = urer(p) + D(u(t; p)),
» avec D : R?K — R2N ['opérateur de décodage,

» i.e. u est proche d'une variété de basse dimension 2K,

Réduction du
modéle

» pseudo-inverse de D: |'encodeur &,

» on les construit a partir de U “snapshots” de solutions:

U= (u(tispa) - ultripa))
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» PSD (Proper Symplectic Decomposition) [4] inspirée de la données
POD (Proper Orthogonal Decomposition), Gullaume|St<imer

» hypothése: linéarité de u par rapport aux paramétres y —
réduction linéaire D(u(t; 1)) = At(t; 1) et pseudo-inverse

symplectique AT,

» A construit par SVD de U (solution de mjn||u — AATu3),

> A AT préservent i = JonV, H(u) i.e.

Limite des méthodes
classiques

ﬁ - JszUH(AE)
» fournit un modéle réduit symplectique,
> hypothése suffisante avec une EDP linéaire (E = 0),

> mais insuffisante dans le cas fortement non linéaire (E # 0).
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» exemple dans le cas linéaire, N = 1000 particules, K =7 et
Eext(x) = 3cos (67x), on fixe g/m = —1.

Limite des méthodes
classiques

Figure: Trajectoires de référence par PIC (gauche) et obtenues par PSD
(droite)




Limite des méthodes classiques
» exemple: cas non linéaire, N = 1000 particules confinées par

E..:: zone libre de taille Ljpe = 1.2 et d'intensité /,

Lipe \ 3 ; _ Liire

/(X+ 2 ) si x < e
— H Liibre Liibre
Eext(x) =140 , i — ke < x < ke

_ Lipre ;
I (x — =) sinon
» rappel: accélération: —E..;

Eext

—L /_Libre Liibre L
2 2 2

Figure: Champ confinant

> K=T7.
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Limite des méthodes classiques

> trajectoires des particules dans I'espace des phases (x, v):

Figure: Trajectoires de référence par PIC (gauche), obtenues par
compression et décompression de la référence (centre) et par le modéle
réduit (droite)
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Rappels sur les réseaux de neurones

» réseau de neurones = fonction paramétrique de paramétres
0e0o,

» 0 ajusté sur un jeu de données:
» pour minimiser une fonction codt ou loss L,

» par une descente de gradient,

» vu comme succession d'opérations qu'on appelle couches e.g.:

> couche dense d'entrée x, de sortie o (Wx + b), avec une
matrice de poids W, un biais b et une non-linéarité o,

» couche de convolution ol les noyaux sont des poids,

» 0 = ensemble des poids de toutes les couches.
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couche couche couche couche Guillaume Steimer
d'entrée cachée 1  cachée 2 de sortie

entrée 1 —
— sortie 1
entrée 2 —
— sortie 2
entrée 3 —
— sortie 3
entrée 4 — Réduction par

apprentissage d'un
auto-encodeur

Figure: Exemple de réseau de neurones




Réduction par auto-encodeur Reduction du

modéle de

idé & é i P lasov-Poisson
> idée: réseau de neurones représentant |'identité par un code e e 1
intermédiaire de petite dimension, apprentissage non Sonoies

supervisé, Guillaume Steimer
> deux parties: encodeur &, et décodeur Dy,,

> entrée u € R?V, code T = &, (u) € R?K tel que K << N,
it = Dy, () proche de u,

‘\

N A
SESERN =
[N S
[N S

S AN S
\ S~ 1
\ N ‘ 1 —
1 . '
\ 1 \\\\\ ’,’// \ 1
— \ 1 N - / \ 1 —
v N < - , v
[ \ ., X ’ v
- o \ 7 \ ’ A
Vi \ ) Vi
— M :( % x —— Réduction par
M N N N apprentissage d’un
— Il \‘ / \ 4 N ' \‘ — auto-encodeur
'
/ / A \
- 1 ‘\ / -7 S N ! \\
] e u ~ !
\ R SSy ! A
1 - code ~ v
1 ’ \ \
i . N v
. o
o, NER
o, N
1 7 AN

e N
L —
U U
entrée décodeur Dy sortie

encodeur &

Ficure: Auto-encodeur
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N q .
{1 R~ Guillaume Steimer
(RN P
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“ AN / !
— [
\ - /
| ! \\\‘\ ,”// \ !
— \ 1 N ~o - , v 1 —
v N N - , v
N N R . / Vo
— Vo ~ N W]
v N N vy
— v \( )/ v —
n / RO n
1\ ’ \\ s 1\
- I\ FAERN N I -
'
1 ‘\ /' L — N ‘\ ,’ ‘\
oo AT U TN roo
’ v /- RS ! \
— - code ~ o
1 . N \
! ’ ~ \
e Ny
. N

o, N

[ N

I R

! \

. \
LW L
U U
entrée décodeur p//“ sortie

e
encodeur Cg Réduction par

apprentissage d'un
auto-encodeur

Figure: Auto-encodeur

> entrainement: Lag = ||u— (Dg, 0 £,) (u)]? i.e.
Dy, 0 &y, ~ id,

» hypothése: T suit une dynamique symplectique,

» MAIS ne fournit pas le modéle réduit.




Réduction par auto-encodeur

» comment 7 Par des couches denses de plus en plus petites,
» exemple:

> 2N = 2000 — 2K = 20,

» couches de I'encodeur: 1000 — 500 — 250 — 20,

» couches du décodeur: 250 — 500 — 1000 — 2000,
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» comment ? Par des couches denses de plus en plus petites,

> exemple:
> 2N = 2000 — 2K = 20,

» couches de I'encodeur: 1000 — 500 — 250 — 20,
» couches du décodeur: 250 — 500 — 1000 — 2000,

» encodeur: 2631770 paramétres,

v
e d'un

P =
auto-encodeur

appr

» décodeur: 2633750 paramétres.
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» probléme: entrée en grande dimension 2/N: beaucoup (trop)
de paramétres — alléger I'architecture,

» idée: réduire le nombre de connexions entre les neurones de
couches successives — ne connecter que des paquets de
neurones d'une couche 3 I'autre — architecture légére:

Guillaume Steimer

\
[

sy s

Optimisation de
I'architecture

[
(13

Vv
N 4 — 2 &

N
&

Figure: Exemple d’architecture légére (source: V. Vigon)
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R X .
» probléme: structure de u = (v) non prise en compte,

> idée: u composé de deux parties: utiliser deux réseaux —
structure séparée:

Epx
» deux encodeurs &5, &y, : RN — RX tel que &, := ( o),

v
Eoy
X
> d A X v . K N R 0
eux décodeurs Dy, Dy, : R® — R" tel que Dy, := o |
d d v
Gd
» pour la compression / décompression:
Ex(x)=x Djs,(%) = x Frmenden ée
v —_ 7 v (=)
Eag(v)—v ‘95(\/)_ v
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R X .
» probléme: structure de u = <v> non prise en compte,

» idée: x = v: un réseau code x, on le dérive pour avoir v: —
structure monobloc,

> un encodeur &, un décodeur Dy, tels que:

&p.(x) =X Dy, (x) = x
dxé’gev =V dXDde =V

Optimisation de
I'architecture




Optimisation de I'architecture Il

> 6 auto-encodeurs a tester: architecture dense ou légére +
structure classique, séparée ou monobloc — on teste pour en
choisir une,

» on les compare a performances équivalentes, sur des
particules confinées avec un champ auto-consistant,
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Optimisation de I'architecture Il Réduction du

modéle de

Vlasov-Poisson

| | classique | séparé | monobloc | e oy

dense AE SAE MAE | onnées |
léger LAE SLAE MLAE Guillaume Steimer

» en poids:

AE
SAE
MAE

SLAE

auto-encodeur

LAE

Optimisation de
I'architecture

MLAE

0 250000 500000 750000 1000000

nombre de parametres

Figure: Nombre de paramétres par auto-encodeur
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guidée par les
données

> en erreur L2:

Guillaume Steimer

Optimisation de
I'architecture

--- LAE
-== SLAE
=== MLAE

P

——— a—SEem Lo

time

Figure: Erreur en fonction du temps par auto-encodeur
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> en régularité des variables réduites:

AE SAE MAE
100
3
075 0rs
050 0s0 2
025 025 1
> o 000 0
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07 S
100
075 050 025 000 035 050 075 -0 -6 04 02 oo 0z 04 05 08 05 G5 04 2 oo 02 04 06
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100
o~ PR a
o7 s <N
| |
| A 3
0s0 | oso] | S \
i [P
i 1 i 1
025 | 02s] | ! ' 2
| t | i
P H | 1
> oaoq i1 o] V i i 1
1 i H \
it i : \
025 1t 02 ! o i
I /
i i
it ~
oso | I 050 !, N
h 1y
[ e
\ 075 2
075 ! " 2 \ v
L = S
100
0% 075 100

~100 075 -050 025 000 025 050 075 100
x

100 075 050 025 000 025
x

-100 -075 050 025 000 025 050 075 100
x

Figure: Trajectoire d'une particule réduite par auto-encodeur
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Optimisation de I'architecture: fin

» concernant les architectures:
» dense: trop lourdes,

> |égere: meilleures variables réduites,

— architecture légére
> concernant les structures:
P structures classiques: variables réduites médiocres,
P structure monobloc: trop lente,

P structure séparée: légére, efficace

— choix: auto-encodeur léger et séparé
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» |'auto-encodeur ne donne pas le modéle réduit...

v

comment modéliser la dynamique de T ?
> idée: réseau de neurones Fy tel que:
.Fg(ﬂ) ~T
> sortie approchée par différences finies:
H,H_l _ Hn—l
2At

HAt ~

» dynamique calculée par schéma numérique (Euler, RK...),

» |oss:

Modélisation de la

Emode/e - ||ﬁAt - .FG (E)”% dynamique réduite
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» illustration avec un simple systéme masse-ressort idéal:

m
Figure: Systéme masse-ressort idéal

> position g(t) = Acos(wt), impulsion p(t) = —Asin(wt),

Modélisation de la

w? = k/m — portrait de phase = cercle, e g

» on entraine Fy et on teste,
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Figure: Données (gauche) et prédiction de Fy (droite)

» ca ne marche pas — JFy ne préserve pas |'hamiltonien !
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» nouvelle idée: apprendre I'hamiltonien du systéme,
» garantit que le modéle soit hamiltonien — stabilité,
> réseau de neurones hamiltonien gy (HNN)[2],
» dynamique retrouvée par schéma symplectique,
» |oss:
N 2
Lunn = ||[uar — T2k VaHo ()],

» on le teste sur le systéme masse-ressort.
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Figure: Données (gauche) et prédiction de Hg (droite)
Modélisation de la
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» ca marche | Hy préserve |'hamiltonien.
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» dans notre cas:

» |'entrée U est donnée par I'encodeur, sortie décompressée par
le décodeur,
» |'hamiltonien est séparé:

Mo () = Hy=(X) + i (V),

P |oss:

2

Cann = |95 (200) — e[+ [P35 (200 - e

» dynamique calculée par schéma de Stérmer-Verlet,
» modele réduit symplectique: stabilité,

» on le teste couplé a un auto-encoder entrainé, sur des

Modélisation de la

particules confinées en champ auto-consistant. et cbhia
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—— encoder's identity
—— Hp + stormer-verlet, At=1e -3

10-1{ — Fs +euler, At=1e-3
Fg + RK4, Af=1e-3
-== Fg+ RK4 At=1le-2

time

Figure: Erreurs L? des prédictions de Hy avec différents schémas
numeériques

» ca marche !
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Résumé du processus

» phase hors ligne (coliteuse, lente):

> génération d'une base de données par PIC,

P> entrainement auto-encodeur et réseau hamiltonien,
» phase en ligne (rapide):

» compression des conditions initiales par encodeur,

» simulation du modéle réduit par réseau hamiltonien,

» décompression des conditions finales ou autre sortie d'intérét
par décodeur.
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» N = 1000, K =7 (ratio ~ 140),

» conditions initiales: distribution normal en vitesse et béta
B(a, ) en position, = 1.5 fixe,

> paramétre de réduction: a € {2.2,2.6,3.0,3.4,3.8},

» trajectoire d'une particule:

Guillaume Steimer
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Résultats

Figure: position (gauche) et vitesse (droite) en fonction du temps
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» processus 25 fois plus rapide,
» quelques erreurs en fonction du temps:

Guillaume Steimer
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a=28

— a=29
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Résultats

000 025 050 o7s oo 125 150 175 200
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Figure: MSE en fonction du temps pour I'identité de |'auto-encodeur
(haut) et la prédiction du réseau hamiltonien (bas)
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» erreur en fonction de a:
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Figure: MSE en fonction de « pour I'identité de I'auto-encodeur (vert)
et la prédiction du réseau hamiltonien (rouge) BE
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> atouts: processus efficace, accélération par rapport a PIC,
grand ratio de réduction (jusqu'a 700), stable en temps long,
scalabilité, paramétrisation,

> faiblesses: construction de I'architecture légére, permutations
des particules, domaine périodique,

» travail en cours sur ce sujet: plus de paramétres de réduction,
obtenir I'invariance par permutation...

Conclusion
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Merci de votre attention!
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